Licence 2 MIASHS
Controle Continu du lundi 4 mars 2019 — Durée 1h15
Documents et calculatrice interdits

Ecrire les réponses et calculs sur cette copie, en respectant les délimitations

NOM:
PRENOM :

EXERCICE 1 - Pour quelle valeur de C les fonctions ci-dessous sont-elles des densités sur R?

1. f1 (x) = Cxl[o,l] (x)
Réponse. On calcule 'intégrale :

oo ! x*1 C
/_Oo fl(x)dx:C/O xdx:C[?]O:E,

Lintégrale vaut 1 si % =1, i.e. C = 2, auquel cas f; est positive. Donc f; est une densité si
c=2.

2. fo(x) = x*1p,¢) (%)
Réponse. De méme,

+00 C 3 3
C
/_oo fZ(x)dx:/O xzdx: [% ;:: ?

Yoo gz . 3 . 1/3 - sz s
Lintégrale vaut 1 si %~ = 1, soit C = 3"'~, auquel cas f, est positive. Donc f, est une densité si
Cc=3"3

3. f3(X) = 511,100 ()
Réponse. On calcule

e oo 2 i C
/_Oo fs(JC)dx:C/1 x‘3dx:C[x_—2]l+ =5

Lintégrale vaut 1 si & = 1, i.e. C = 2, auquel cas f est positive. Donc f; est une densité si

2
C=2.

EXERCICE 2 - Pour chaque variable aléatoire réelle ci-dessous, calculer sa fonction de ré-
partition et son premier quartile.

1. La variable aléatoire réelle X; qui possede pour densité g;(x) = %e‘m.
Réponse. Notons G; laf.r. deX;. Pour x € R, G (x) =PX; =x) =1 [ e fldr. Six =0,
1 [ 1 1
Gi(x) = —/ eldt=-le']" =_-¢",
2 ) o 2 T~ 2
etlorsque x > 0, avec la relation de Chasles :

1 [0 1 [* 1 1 1
Gl(x):—/ etdt+—/ e ldt=-—+-[-e ] =1--¢".
2/ 2 Jo 2 2 2

o0



Le ler quartile Q est tel que G;(Q) = }1. Comme G (x) < % si x <0, Q est négatif et il faut
donc considérer la fonction G; sur R_. Alors, Q vérifie la relation %eQ = i, soit eQ = % et donc
Q=-log2.

2. La variable aléatoire réelle X, qui posséde pour densité g»(x) = %\/} 10,17 (x).

Réponse. Soit G, la fonction de répartition de X,. Comme P(X; € [0,1]) =1, on a Gy (x) =0 si
x<0etGy(x)=1six>1.Puis, pour x€[0,1] :

G2 (x) =/x g(dt = §/x\/?dr:§[gzr3’2]x:x3/2
oo 2 Jo 23 0 '

Le ler quartile Q est tel que G2(Q) = i. Cela donne Q%2 = i, soitQ = 42%.

EXERCICE 3 - Soit X une variable aléatoire réelle de densité h(x) = 2xe™™ 1g, (x). Calculer la
densité de la variable aléatoire réelle @ (X), ot ¢ : R — R est définie par :

1. p(x) =2x+1.

Réponse.OnaP(X € R,) = 1 etla fonction  est strictement croissante et de classe € sur R .
D’apres le cours, la densité de ¢ (X) est donc

S Y (P }
o1y @ W)

Or, ¢'(x)=2,¢ 1 (x) = xT_l, @([Ry) =[1,+00], et ainsi la densité de ¢(X) vaut
x—1

1 (x—1)2 x—=1 _ .12
2275 ¢ (= /41(,0([R+)(x):—2 e TV Lo ().

2.¢9(x) = x2.
Réponse. On aP(X € R,) =1 etla fonction ¢ est strictement croissante et de classe € LsurR,.

On peut donc utiliser la formule générale de la question précédente. Ici, ¢’ (x) = 2x, ¢~} (x) =
Vvx pour x =0, @(R;) =R, ce qui nous donne la densité

1
——2vxe "1 x)=e *1g. (%),
e Vx P®,) (X) R, (X)

et on peut remarquer au passage que X2 ~&(1).

EXERCICE 4 - Soit X une variable aléatoire réelle de densité f(x) = %\/} 10,17 (x).

1. Soit k € N. Calculer E(X%).

Réponse. On peut remarquer au préalable que X* est intégrable car X est bornée. D’apres le
théoreme de transfert,

+00 3 1 3 xk+3/2 1 3
E Xk — k dx=2 k+l/2d _ — .
x5 /_OO X fxdx 2/0 x Y=o Tan T ks

2. Calculer [E(%).



Réponse. La v.a.r. 1/v/X étant positive, la preuve de son intégrabilité et le calcul de son es-
pérance sont identiques, on se permet donc de passer directement au calcul d’espérance.
D’apreés le théoréme de transfert,

1 too 3 11 3 ! 3
[E(ﬁ)_/_oo ﬁf(X)dx—z/o ﬁ\/}dx—g/o dx—z

3. Calculer E(%).

Réponse. On peut remarquer au préalable que e* est intégrable car bornée. D’apreés le théo-
reme de transfert,

+00 1
E(e®) = / e f(x)dx = g/ Vxe*dx
—00 0

Faisons le changement de variable y = /x, x € [0,1], dans cette intégrale. On a x = y2 et
dx=2ydy, dou

3 1 1
[E(eX):E/ yey22ydy:3/ yzeyzdy.
0 0

. . 2 . . 2
On effectue maintenant une intégration par parties, avec u(y) = y et v'(y) = ye?" . Comme

u(y)=1letv(y) = %eyz + cte, cela donne

1 21 3 (! 3 3 [t
[EeX:3 —eY _— yd = —p— — yd.
(e7)=3ly5e" 1, 2/Oeyze z/oey

On ne peut pas aller plus loin dans le calcul de I'intégrale car il n’existe pas de primitive de la
fonction de Gauss y — e ’ s’exprimant avec des fonctions usuelles.




