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Lois de couples transformes

Pour une fonction h : [*-> R
(x, y) +s(h, (k,y) , ha(n ,y)

de classe Et
,
son determinant

facbien detJ, est défini par

det 5p(k,1) = det Cockey O Cese

(·te (x,y o caet

on rappelle aussi que hest un 22 differ morphisme sur louvert
SCIR1 sur

S
,

hest une bijection continument différentable et de reciproque continument

differentable.

Théoreme foit (x
,
y) un couple de var de dentité Ex

,y
et t) que P((x, )-) =1

où S est un ouvert de 2

,
et1 un 21 diffeomorphisme sur S . Alors

,
le

couple de vor 1(
, 7) possède une dentité donne par

Bex
.

u = 1 (2" (n
,w) /det Ty , (n,X

, 4



Exemple Soit (X
,Y) de densite

2(x-2)= 2-rzy i . e. (x, ~cr (18) ,Id
Loi de couple (x, X+Y) ? On a 1(x, y) = (k, x+y)

Calculous 1" -Sient (mu)
,
(k, y)EIR +9. T(x, y) = (4, 0) (= (x , x+y) = (4 ,v) .

= ( Es Leen bit -(a ,u) = (n , v-b)

y = V- x= v
-U

Calculons detT .

On a1(4 ,
U) ER2.

det 52 ., Cuir =
det (2) = 1

Par suite
, d'après le thereime :

3x
,
x+>

Cu,2) = f(1 (n,v) /det Ty,(a,2) = f(n , v -m)

= e-
(e+(

=
1(22- Car +uz)
2π



Ou peut en déduir la densiti de X+4, en temps que la marginale de (x, x+Y) :

Ex (n = Sf (4,du = /(Su2-curtaddu
X
,
x+Y

R IR

=
1 * Je

* (Lu2-Lun
2

or
,
22-2uw = 2(u- ur) = 2 ((k-ta)-) d'où

-

vd

Exty (ve tete (k-tv) du =
et Selle-Anda

IR IR

-st
=1 i Jelu-tu)dae

2
R

On applique le changement de
variable win-Ev , dw = du d'où

-°

8xx7 (v) = 1e Jeda
Rappel

2
I
-2π

IR f e 282
*

d = T82

= A e
-
2

R

ET * (2)



Donc Exist= etn i . e. x+xw cee



CHAPITRE 5 : INDEPENDANCE

1- Notion d'indépendance

Intuitivement
,
2 var fout independantes si la conncissance de l'une ne donne

aucune informationfur la valeur de l'autre .

Comment formaliser ceci ?

Définition Soit (X, ) un couple de var. . On dif que Xet Y sont indépendantes ,

et on note X17
,
A pour tous acb et c

Edi

P(a = x = b, cy =d) = P(a(x <b) P(c < 4<d) .

Tel quel , vérific l'indépendance est compliqué - Mais on a des cas plus simples :

Proposition Soit (x
,
>) Un couple de var de densité Exy -

On note by et by
les densités de X et Y

:
Alors

*#Y > Ex
,

y (k , y) = (*) By(y) try R



Exemples (X,Y) de densité Ex
, y

· Ex
,
(2

, 7) = 4 (1+xy)#E1,y 2
(k, 7) : Ex (x ,y) ne s'écrit pers tous la formee

-d'une 8 de se multipliée par une fonction day, donc XHY

· Ex
,y(x , 6)- -1,

2(x, 1) = (* &-,(2)( FEsigy)) donc XHY -

·Ex
,
y (k,y) = 2 Alocscycly q

(en) :
occcyzly .

x =y
I - ↓----

ne s'écrit pas tous la forme d'une f /

de x multipliée par me fonchion de y, "I
donc X# Y .

· toicht X ~ (10 ,1 et Yv Crlo, ) telles que X # Y
. Quelle est la

densité de (x
, Y) ? Comme XHY :

e-yEfx(x, y) = by(x)fy(y) = 1 et 1 =
en

Ti RT



2-Espérance et independance

Theoreme foient X et Y des var
.
et 1

,
PiR -R .

Si XHY
,
alors

YCX #P(Y) et si 2(x) et P(Y) tout integrables , alors

# (2(x) + (4) = (1(x) #(P(M) .

En conséquence, si XHY :

(av(X . Y) = (Xx) - (X(X) = EME(4) -# (*(Y) =0

Donc XHY =D Cor(x ,4 =0 . Mais la rinproque est fausse ! En effet,

speat UnVNU(II
. 1) et UIV et on note X= U et 1= (21

,
(v) -1)

Ou va montrer que co (x, ) =0 , mais queX4 , le qui montre que la réciproque
est fausse.
Tout d'abord

,
on a (x) =0 car X U /[- 1, 11) d'où

Co(Y) = E(XY) - E(XE(Y) = *(xY)=((d)v)
lider bidu



= #(24(v) -1) (u2) d'après le thio,
,
cor UHV

Rappel
-(2 +(tr(v) - 1) (v)) = (2*(v Rn)-1) /N #a) = (P(A)

= car

VNUCEl,1])
= (2x1 -1) (04 = 0 .

Montrons maintenant que X. 4. Par l'absurde, supposons que XHY . Allors par

be therême
,
on a (XY2)=(*) E(Y) .

1 si V20
or
,
21(V) -1 = Et si vo donc (2b(1-1)= 2 et par suie

Y
= (21+

(1) - 1) =
= 0

=
= x

Alors, #(2) =* (44) = (24) = Sx2 1d (2) du = Ic"dx = [ e
= ( + 5) =



#(X2 y2) = (04) = (x* 1 4()dx = * Yx"dx = [
=(*+

- I

Condition : # =E(xdYC) ##(X2)#(**)=* donc per l'absurde, XY

On a donc trouvé in couple de var (x,4) +.9 . Cov[x,4) =0 et XHY


