
Suite do CMn+ 5

③ id de la G10) , De 191t .
Le par amitre d'intérêt est 0- Un estimateur naturel est = 1 et on vent

*
m1le risque quadratique de cet estimateur o

2( = ((-04 = (( -02) = () in)
Or
,
Visi
, Xi (i . e . Fwech, Xi(d)=1) donc YmXi < AE1=

Douc

Rq(0) = ((1-07)4)= (Of (f - *n)4) = 0
*

(f* -Yn)Y
or
,
#(*n)= (Xi) = A f car (i)=* Vill: in doe

R(040 ((#((n) -Fu)2) =0 Var(n) = ! var(xi) =adt var(Exi

=2 Var (i) car YesYu hout independants e



= &2Et car Xinglo) donc ver(xil (of feville TD. .

-To =t donc Rock O

Thereme (Décomposition Biais-Variance). Scient of et Xni Yu Un

échantillou ind de la loi Lo .
Le risque quadratique de l'estimateur

=(e ....Xn) se décompose comme suit :

Rg(0) = Ba(0) + var()

Relation fondamentale : elle montre que, pour un risque donné , abaisser

le biais de l'estimateur augmente so variance , et réciproquement.



Pour Occ et X.Yuiid de Loi Lo ,
note

↳0; yn.. In) = (X-Yes- N =Yn) avec ynIntO (CD) .

L est la vraisemblance du modele (likelihood)
.
-
On suppose que pour tous

y .. In -00 , la fonction o t L(0; 111 -Yu) est dérivable eno .

De plus,

on note

CCO; ye , -, Yu) = In L(0; ye 1 -yn) la "log-raisemblance"
et on suppose que 0 ts 110; 11:In) est dirivable - On note alors =(0)

l'information de Fisher en o :

IC0) = var (olco; xe-X
Théorème (Cramer-Rao) Supposons que g est derivable dur . Alors,

foe

et Xi
... Xn iid de la To , on a pour tout estimateur sans

biais (degl)
noté q :

Rag(0) gae



Corollaire Dans le modèle de Bernoulli décrit par le n-échantillen X-Xn
iid de loi B10)

,
avec 0 -10, 12, et 0 comme paramétre d'intérêt

,
la

moyenne empirique est préférable à tous les estimateurs sans bais.

Preuve On a ici glo) =0 donc g'10) = 1. Douc pour tout estimateur
sans

biais
,
ona d'après l'inégalité de Cramer-Raoi

A

Ry(0) I(0)
Calculous [10). Ona fyes -;Ant10, 16 :

L0; Yes-syn) = (X = ye) :, Xn= In) = P(Xi =fi) Car X. n

indépendantes
or
,

4
o Si

= OFi(1-offiP(xi =gi) = 1-0syi =0

On a donc 10;91-3n)=04i(1-01-yi = Regi (1-0) i



10;90:An) = 0
r (1-0)

(-Yn)
, biTnFinin ,

yiCID

Puis
,
la log-raisemblance vout :

eco; ye, In) = In L(0j ye ,
--n) = ninIno + n( -Yn) In(1-0)

Alors
, sa dérivée en o vant :

2110;yn- In) = Min Me
Do e-O

En fin, avec Xec>Xn ind de (83(0) :

I (0) = var(l(0;<-<n) =var)-M.
= var(+)Tu-) = var (Cett) Fn) car var(zta) =vente

L faER
= (+t) var (kn) car var(az) =aver(t) NaER
-
= val car voir: Yu ind



Souc I(0) = (** *) = C+ o
e

= (t) -.o(1-0)
On a vo que R

-
(0) = 00 donc [10) = 1. Par quile

Ry

R(0) )
= R x Testimateur sans biais .

Douc In est préférable a tout autre estimateur sans bas-

f A

Exercice 5
,feville TD3 Ye>Xmiid de la U (41.... kS) (ke **) avec

le paramètre d'intérêt b .

On note En= 2Tm-1
① Biais et risque quadratique deRe



#(E) = (2Yn - 1) = 2(Fn)- 1= (xi) - 1

=(X)- 1 = 2(x)-1
n i=1

R

Or
,
(*) = iP(,= i)=it i ->=

Donc (E) = 2 & - 1 = KH-11K : et sans biais

Poit
, Ry(k) = ((k - k)2) = ((1 - *(*)9) =var(1) = var (2Fn - 1)

= 4 Var (Tm) = Var (1) car Xn
..., Yo id

Pour calculer var (X) :

#(4)= =i) it= leen-

-

=
(+
6

Donc var()= (x)-E()=) -)= (kH1) (2 - ) =k



DouRy(k) =* =
② Calculer in EC par excès pour l an niveau

de confiance 95%-

faso : par BT parQ

(In-k(= a) = DE- (M/a) ve)oct
an

-1 - (IF
+
- kK a) = Ce ((&- kK a) & 1-*

3na?

On chaisit a de sort que 1- =0,95 7t = 0,05 E) a =t
0
,
05

CI) &in ·
Ainsi,

(IE-bln) = 0,9

or, -blaE -↳ck[k -en ee
T ↳(+)9/5n



-R -S, n' [

Ton

--
intervalle de confiance pour k , per exces an niveau 95%


