
Chapitre 2 : Modelisation statistique

1- Modèle Statistique

Une expérience aléatoire est une experience dont onme peutpas prédire

le resefat :

-lancer d'une pièce

- comptage do ub de mails rece pendant me journee

-
nombre de rois dans the main au poker

--

Une exp. aliatoire est régic par une loi de probabilité,
et c'est la

recherche de cette loi qui est l'objectif de la stat- inferentielle-

Pour cela it faut reproduire l'experience aliatoire , a fin do

dégager des infos sur cette loi.



Lenombre d'expériencessera toujours noté in
,
et les résultats des

expériences seront notes 2 ,
sez,...., en . Dans ce cadre ,

m est

la taille de l'echantillon et z...., un sont les observations
.

L'ensemble des valeurs dans lequel Je trouvent les observations

s'appelle espace des observations : if sere noté O
,
avec dans

ce cours OC [

Exemples

· Exp .

do lan cer m fais d'une pièce, en codantMe,en as
0 = 10,)

· Exp .

du comptage des mails sur n journees , alors O =N

et un exemple d'observations esto3, 27, 2 ...... 53 .

observations sur m jours .



· On dispose d'u sac rempli de bools de couleurs rouge ,
blew et vert.

Répitous n fois l'exp: on compte leb detirages dime book dans

lejac
,
avec remise, jusqu'à obtenir une bouk rouge.

Des observations

possibles font 4
,
1

,
6
...,
27 et 0 = IN

Dans ce cours
,
lesn observations -- ne0 sont les resultats

de n expériences diatoires identiques
et indipendantes -

Les resultats

de ces m exp .
Aout alors des réalisations d'une certaine

loi de

probabilité Ex sor J
, pour un certain parametic*

Autrement dit
,
il existe des v.a. independantes X1 ..., Xu de .

Li

Lex telles que , pour in certain wer :

G = X
,
(m), ... , x

= Xn()



Mais lateul information comme sur of est son appartenance a D !

Donc la seal chose qu'on puisse dire est que sen,
en sont

des réalisations indépendantes de time des lois de la famille
de lis /Zoo

Définition (Echantillon et modele statistique)

Un n-échantillon est me Suite
de v . a . XXn independantes et

identiquement distribuées, de loia pour un Je

Le modele statistique est l'ensemble de toos les n-echantillons.

Exemple

() Pour le lancer n fois d'une pièce pie
e

a)
Ai O = proba que la pièce tombe sur pile , alors chaque résultat
de lancer de pièce seraune réalisation de la bi BC5)



Le modete stat est donc decrit par t'ensemble de toutes les v...

Xe, ...,Yu in dépendantes et de même loi 1310), OEJo, 17

(2) Pour leap .

Le comptage du ub de mails reçus chaque four,
et ceci pendantn jours .

Nous allows montrer + bas que l'on

peut considérer que la loi do ub de mails reçus chaque jour
est une li PCO)

,
avec 820 . Alors

,
le modile stat est decrit

parlensemble de tootes les v.a . Xn...>Xn independantes et

de même los P(0)
, NoeRY

Montrons maintenant le resultat utilise. Notons peJo , il la

proba de recevoir un mail chaque minute, et l le abde

minutes dans une journée. On suppose que
les mails arrivent

indépendamment les uns des autres.



Alors le us de mails rego dans te journes soit me lo 53(k , p).

On considère 5030 t. 9 . p= Alors si zv(k,) ,
ona

PC =e) = (l)(
m1 es

..., 4) .

Colculons so limite tik -> to. On a

Rappel
( = 1)_(k- Inte+x) = x+ o(x)

k -l
-
1... (b-e+1) of Ce ty
e ! be

-(e)
=d ket exp(k-e)())



-(kexp)
~ ~

->O -> O

-> I
be to

b -> k -+N.

Donc him P(z =e=t do z est proche d'uneP
k-> to

lorsque k est suffisamment grand .

Anti,
hi des

13(k , E) PCE) Si l est grand évènements

nares

Dans notre exemple , k = ub de minutes d'm jour = 24x60 est assez

grand poor go'on prisse considerer cette approximation.

(3) On dispose dim sac rempli de boules rouges ,
bleves et vertes. On

ripite n fois lexp: on compte le ob de tirages avec remises
necessaire jusqu'a l'obtention d'une book rouge-



Ai De so , it est la proportion de booles rouges dans le sac, la la

Avivie par le ub de tirages yoqu'a obtenir une book rouge est gal.

Le modèle stat est donc l'ensemble de toutes les v.
a . X..., Xn

indépendantes et de même loi Go), VoeJo, it.

2. Paramètre d'intérêt et estimateur

Le paramètre d'intérêt est le parametre dont on vent me

approximation- Pour un modèle stat décrit
par les va M 1

-, Yo

indépendantes et de la Do,Fe ,
le paramètre d'intérêt

peut être o
,

or te fonction de 0.

Dans la suite
,
le paramètre d'interêt sera glo) , avec g: -R

Terminologie # s'appelle espace des paramètres



Le paramètre d'intérêt est la quantité que lon voor approcher en
Je basant sur les observations un, ..., en -

En Statistique
,
ces

19

"approximateurs" sont appelés estimateurs"

Définition (Estimateur) foit Of # et X... , Xn un méchantillon

ind de loi 20
.

Un estimateur de glo) est une va. qu'
me dépend que de X1

, -
Xn et qui est à valeurs

dans g(D).

Intérêt de cette notionsupposons que les observations -- en ->O

tout des réalisations indépendantes de la bi Yoxtox inconnul.
Pour Xn

..., In id de li Yo ,
OeD

,
la vocation de l'estimateur

=(X1
,

-

> Xn) est d'approcher le paramètre d'intérêt glot , au sens
e

a âg(0)" et CeciO



De ce fait , l'approximation est encore vraie pour of et donc, pour
les observations e -- en issues de la bi Yox ,

on a donc

& (re ,...,2)got

Résumé

· On dispose de données ...,en 0 (C1) , réalisations

indépendantes d'uneboi de probabilité Lox (Sur 0)

(par ex , on lance n fois me pièce , avec le codagetrie,net
me suitezy ... enEloy qui bout des rializations independantes
done loi 13/0*)

,
avec of = proba que la pièce donne pile)

· objectif : downer une approximation du paramètre dinterêt glot)
.

· On suppose que *C# , d'espace des paramètres .



· On introduit le modèle statistique : c'est l'ensemble de toutes les va .

X... Yn qui sont indépendantes et de in loi Lo ,
OE

· On construct alors in estimateur : c'est une fonction de Xe,...,Xu v...

in dépendantes et de in Loi Yo ,
O :

â = fonction de X1 ....,Xn miquement = (X1,>Xn)

·Alors
,
fi

(x , ...,Yu)ag()
-

On en déduit que ( ... ,n)glot)

Pour construire des estimateurs ,
on utilise souvent la li des grands nombres :

#Ai-E) SixX va independantle

et de même loi. D'où l'importance deXi , qui merite in nom



Définition (Moyenne empirique) La moyenne empirique de l'échantillon X--
Xnest

= Xi

Dans la situation où la moyenne de la
los La est 0,DED . Site>X

est un echantillon de la loi Yo, alors par la LGN :

En - #(1) = 0
,

ou sens de la moyenne quadratique.
nex

I
#((Xn-d)

On a doncInvo pourn grand ,
donc in est in estimateur "naturel"

pour
le paramètre d'interêt 0 .

Définition (Estimateur "plug-in",
ou par insertion)Ai est un estimateur de

O
,
alors g(8) est l'estimateur por insertion de g(0) .



Exemples

· Dans le feo de pile ouface ,avea
Pile =1

. On considère l'échantillon
face =o

Xe ...,Xn de la Loi (310) , De 301 [C

-> di le paramètre d'intérêt est 0 .

Dans ce cas
,
comme O = #(X) , et que por la LGN YuE() =0

pouri grand. In est in estimateur naturel pour 0.

-> fi le paramitre d'intérêt est 04-0) (variance de la lo (1)

Dans ce cas ,
l'estimateur par insertion est In(1- *n) ·

·
Dans le modèle statistique décrit par l'échantillon X11- , Xn i . i .d .

(indépendant et identiquement distribué) de la 6 go ,
avec Oso , 12

On suppose que le paramètre d'interêt est 0 .

Comme XInglo , #(X) = & donc par la LGN : In Sin grand

Lestimateur par insertion de 0 est alors I


