
Chapitre 3 : Erreurs d'estimation

Dans ce chapitre ,
on dispose de n observations indépendantes se, -. en

E

Cavec 0 c 1) qui but des réalisations
de la Loi La ,
o.

Le modele statistique est décrit par les échantilleusX
Xn i . 1 .

d.

de la Loi %o ,
avec of #CR . En fin,

le paramètre d'intérêt

est glo) ,
où g
: SR .

1- Intervalle de confiance

On vent construire in intervalle dans lequel se trouve le paramètre
d'intérêt

,
et ceci avec in niveau de confiance eleve.



Définition (Intervalle de confiance)
Fixons xeso . 12 . Pour tout0 et X...,m

un échantillon ind de la Loi 20,

on intervalle de confiance (IC) par excès de niveau de confiance (-1)

pour g(0) est in intervalle datoive I(x>Xm) tel que :

↑ (g(0) - =(x-n)) 3 1- c
.

Les observations se-, un tout
des réalisations de la bi Yox · Ayant

Cet IC
,
on en déduit que

g(o
*) EI(1 ,

- (en) avec in niveau de confiance 21-X

Remarques

4) < ve longueur de l'IC .

2 critères de qualité pour un IC : X
,qui doit etre petit et la longueur

de l'IC, qui doit etre petite également .



Mais ces 2 critères de qualité s'opposent : + est petit, + la longueur de

l'IC est grande , et réciproquement. On doit donc réaliser in

compromis .

La plupart du temps , on prend x = 5% on 10%.

(2) for l'IC . L'IC est construct avec in estimateur
,
mais tous les

estimateurs ne be volent pas ,
et on IC construitarea on manvers

estimateur sera un maurais IC.

Exemple de construction d'un IC

On lance 100 fois me pièce ,
et on vent me approximation de Ot proba que

la pièce tombefur pile. En Codant 1= pile
, on a one suite m-Polo,y

Offace
telle que100= 0

,
7 .(i)

Considerons un échantillon Territoiid de Loi b (0), 030. 12 . On

estimateur naturel de O est donnépar Too (cf fin do chap . 2)



Ona (1) =0 et var() =0(1-0), car X~(0) . Alors
,

100

· (Foo=(x)=100i = 1

· var(roo) =var(x) =1varki)-
↑ 104i= 1

car X11+Xu

indeip .

Alors
,
fazo : inégalité BT

L
#(15100 -07a) = (15100-#(Food(a) < varo
or

,
voeso

,
It

,
0(1-0 = I donc

↑(100-5a)ah
Alors,(1500 -01 <a) = 1-(1%,00-01a)21-ca



& on reut on IC per exce's on niveau 95%, on choisit a t . g.

1- 0,5
Eaa
On a donc Rappel

Ta-de
↑(1500-0) 0,

95

>> x - Jo-1, 0+22

p(oe]Too to Foot[) 30,95

Douc l'IC par excès pour o au niveau 95% est

↑( -
-

- X100) = ) FrooFo



Par fuite
,

o eJe Foo[= J0,7-[ =J 0
,47, 0,2

avec un niveau de confiance de 95%.

2- Biais
ralisations

Pour un estimateur de g(0) , on vent que best valeurs fluctuent
autour de g(0). De ce fait , une propriété minimale de g
est qu'il se comporte en moyenne comme le paramètre d'interêt.

Définition (Biais) Soient OCD, et X11-y Xn un échantillon ind da

la loi Lo .

Le biais en o de Vestimateur=(-Xn) est la quantité
Ba (d) =E(g) - g(0) .

g
On dit que l'estimateur g est sans fiais Si Bag(0) = 0 Fo



Exemples

①Dans le modèle de Bernoulli décrit par les
échantillons X1- - Xn

de valid de Loi 33(0)
,
of Jo, 2 .

-> fi le paramètre dinterêt est 0 .

Estimateur
m
Cear par la LGN : Fu WE(X) =0,

car ~B(0)

#(m) =E(1)=i) =A ,
carin

= J

Donc By (0) =0 Voeso
,1[

M

-> Si le paramètre d'intérêt est 0(1-0) (= variance de la bi (B(0))

Comme In est un estimateur de 0, =*n(1-Tu) est in estimateur

(par insertion) de(1-0).



Calculous

#(g) = E(X(1 -
*m)) = E(m) - E(X2) = 0 - E(Xn) -

or
,

#(2) =E((t))=E(X)-
-

Or Xi = X: car Xino3(0) , et si itj , Xi indépendante de XJ do

#(X : Xi) = E(Xi)(X) ·
Donc
joA

000000

#()=) 0660

0000

= O =8 200

·

= S,

~ ↑

= M F
==u



Donc E(g) =0-E(X) =0-M .
Par site

Bg(0)=(g) -0(0) = 0--o
=01.Of o2 -on

M

- to
, donc est broise

② Dans le modèle décrit par
les échantillons Xs ...., Xn ind de

le g(0) ,
avec Je jo , It . Supposons que le paramètre d'intérêt esto .

Par la L6W
,
#(X) = 1

,
car Xv g(0). L'estimateur de 0 par

8

insertion est donc 1 Calculous on majorant pour son biew,

IB) =( - 0 = IF-)E( -%)



Rappel (E(t)IF(171)

IBce(-=E (E()-(z2)
↳mégalité de

Cauchy-Schwart
M

o
,
comme Xinged , Xi1 fi,yn desFr

Alos
,

lBco/(1-0) caF1
Xr

=IB=
= o ra

Or
, var(m)= var(x)= var(x) =ari) ,ca

in dep .

-=



Donc IB/0 =o
3

- Risque quadratique
On vent ivalver one "distance" entre l'estimateor et son parantie
d'intérêt .

Définition (Risque quadratique) frient OC et X/Xn un echantillon

ind de la li Lo .
Le risque quadratique en o de S'estimateur

g = (1 -- Xn) est la quantite

R(0) =E(((
toit un autre estimateur .

SiO
, Rag ,

(0) < Rg(),
on dit quegest priferable â



Exemples

& Modele de Bernoulli : X--y Xn ind de lo Blo
,
Of Jo11t .

Paramètre dlintérêt : 0 .

Estimateurde O : In
, Xs

Comparons InX1 :

R(0) =(() = E(-E(x)))= var() = 0(0)
carX1..., In indepE(X)

RCO = (n) = ((n-E(m))) =varcuter)
#Xu)

, car In Sans biais
.

-,in
Donc R(R)Notn est préférablea



② Dans le modèle décrit par le m-échantillon X11-in iid de loi glo),
OEJo

, 17 ,
considérons le paramètre dinterêt g(d =o .

D'après la LGN : In E(X) = & ,
car~ glo) .

Don -1 est

Fu

un estimateur naturel de 0 . Evalu ous maintenantton risque quadratique !

Rico) = [(8 -
02 =e[(-o] =e[*]

Vi
, Xing(0) doncI =D== 2

. Alors,

Rod)= [(1-0)2] = 0E[(E -*)] =0 var (*)

cry, Xu indep . En
Or

, var(n)
* 1 Evar(xi)=1, dom2i=

2

&10- 1



Théorème (Decomposition biais-variance) foient te
,
et- Xn un schantillon

ind de loi %o .
Alors

, sig=(X,...,Xn) est in estimateur de good, on a

/RCO) = By var
Cette décomposition montre qu'abaisse, le biais revient â augmenter la

variance
,
et réciproquement .

Preuve On a

Rg(0) = E[(- g(0)] =Eg]+-gla]

-E[(g- E(g)) ]+ E(((g) -glot)) +CE((g-E(g)) (E[g]-g(0))]
---

= var() (E(g) -g()) = ((g) - g(0))E[g-Eg]]
= var() + Bayco)+ 2(t(g)-g(0)((g)()))

#g)
= var(g) +B(0)2 + < ((g) -g(t)(E() = var(g)+ Bg(o

-O



Pour be et Xr-Xiid de loi Yo , on note maintenant

L (0; ys)-yyn) =P(x=y11 . -

,
Xa =yn) , y1. -Yut O

& =
"likelihood" = vraisemblance

Interlude : Idée derrière la notion de vraisemblance

↑

Par ex, Lo = B(0) donc X., Yu vid de 10 0310)
,
Deso, Il

On a de + les observations b,-Rpe40,l réalisations de la 10: 03/0*)

L(0; ser, . -

,2n) =(X=(1, . .

., Xn
= xn)

↓ O est loin de O*, 110;1, ... en) est petit[ ↓ O est proche de of , /S est grande

↳ notion de vraisemblance : il est vraisemblable que si L10;-sen)
estgd ,

alors o est proche do O*.

↳ donne une nouvelle idee pour construire des estimateurs do 0 :

argmax (10; e-an)
De 10 ,[



On suppose queyn,IntD :

#Ot 110; y1 : ya) est de classe et Hypotheses de[# =Prslu110;y1,--,yn) est
de classe el "regularité"

↳ fonction "log-vraisemblance"
On note alors IlO) Il information de Fisher eno par

#= ver(
Théorème de Gamer-Rao Supposons que O est fini et queg est

derivable

Sur .
Alors

,
FOC

, Xe, ,Xn
id de loo et pour tout estimateur

sans biais= (X, -., X) , on a

Rg(0)
Cette inégalité nous donne une vitesse de convergencereso de Rg(a),
Vitesse aulen ne peut pas depasser.



Preove on a

& LC0; ye , -Yu)
Oln((0y11 :7

.
gn)

=
00

80 ((0; ye1jyn) ↑

Alors, Th . transfert

# OL) DeLogeyn)(XyXy( 80
Ye-YutD

-
car Dest fini

= (Co; y1 --ya))·Loyerya)↓yatobr -YatO 00

& [ (10;y11--yn) = [P =Yes-> X
=yn) = 1 donc

Ye >Yuf O Ye-YntO

ofyey))= = E)Dexl)00



Comme est sans biais, E(g) =g(0) doi
=P(X=y1x/Xn=yn)

g10==
car tomme finie
*[ (ys ,

-

-ya) &L20;Yes > Ya)
80

Js-YatD

=
[ glys,

- , ya)
Oln(10;ye--ya) (10;ys, ---ya)

YesyO of -
=P(X =y1) - -/Xy =yn)

-E(( , ..,)Plulot)) -go
= 8

-E((g(xx 1
-

>Xa) -g(t)Den20x



On utilise maintenant l'inégalité de Cauchy-Schwarz : Elze()(E)
pour des var En,

22 . Alors
,

g(d" =(((((xx . ,x)-g(0)) ((((0= xx . ,x))))~
= z1 = zz

(X-ga)sxl%-= Rac
Donc

gara =CO)s Raco



Corollaire Dans le modele de Bernoulli décrit par les n-echantillous

*,..., In id de bis B10), octo, 12,et o
comme paramètre d'intérêt ,

la moyenne empirique In est préférable
à tous les estimateurs sans

biais.

Preave Soeut OECo, 17 et Xe-yXn ind de bi
310) · Calculous

I(P = ver (0 en (0;x,.,Xa))8

Comme Xin53(0) , i . e . P(Xi = 1) = 0 et P(Xi = 0) = 1-0 .

Ainsi
,
si yelo ,l :

P(xi =y) = 08(-0y = 4
O Si y

= 1

1 - 0 y
=0

Alors
, pour ya--ya 0, :

dif
L(0; y1/yya) = P(X=y1) --

/
Xn =yn)=P(Xi =yi) car X -- indep .

- atip-affi - af-si
i = 1



Notonsn=i, do

↓ (0;ye,,ya) = Drin(quon)
Par suite

,

In L(0; ye--- ya) = minIn 0 + nfl-j) en (1-0) "log-vraisemblance"
da

De Lo;ye-Yn)
=m00 Rappel Fa,

beiR

On a vo que var (n) = 01-0 ,
doo var (az+b) = avar(z)

Iso =verenite)) = varJe
= var(+- =(a

=



De plus, comme glo-o,
on a gio-1 . Soit alors un estimateor sans biais

de 0
. Daprès le theo .

de Cramer-Raoi

R
or

,
ana déjà vu

que, o
ce qu' montre que Yn est préferable a tout outre estimateur

sans biais

I I

On vient de montres que dans le modèle de
Bernoulli. In est préférable

à tous les estimateurssans biois de 0 . Mais existe-t-il on autre estimateur

sans biais
,
noteJo ,

tel que

( R(0) , pour tout
estimateur sans biais



Supposons par l'absurde, qu'un tel estimateur 8 existe. Pour Ker
,
notons

E = 8 +x( -Yr)
Alos

, est sans biois :

#(Ex) = #(8) + x(E()-E(Yal)
= o+ (0-0), car to etn sont sans biois

-O

Par fuite
, par hypothese for to :

R (0) < RaoTo
Puis

,
on calcule :

P 10 dS((En-op)=(( -0 + x( - Fn)))
Fr

-)+ ((o-* )4 +2xt((-0)(-=)
=R



On a donc

et E((80-Xn() +2xE(( -0(to-Tu)) = Pd(0) -RCO) 30 parhyp
C polynôme de degree en e a dous o ou 1 racine .

For discriminant

vaut

* =4 (18 -of(8-[n))
Comme le polynôme en se ne prend que des valeurs 20, cela impose

& = o
,

autrement dit

# (18 -0(8 - )) =o

On peut monker de même, avec
Vestimateor Ex=*n + x(In-8) , que

#((n-of-Yn)) =0

Alors
,

# (180- Fn)") = ((80 -*n)(80 ->))= (18 -
0+ 0- 5) (80 - *n))



-(0-0---
=8

Donc E((-(4) = 0 =-Ym . In est le feul estimateur sans

Dians qui soit préferable à tous les autres estimateurs sans biais-

Exercice Modèle de Poisson : X1. y Xn vid de lo PCO)
,
0so .

On sait que #(X , ) =0. Comme
,
d'après la LGN : In = ENX) = 0,n est

un estimateur "natural" de 0. Alors
. In esttans biais ,

doo

& 10) = var(n) = var(1) =v ,car il*
N

=
Calculous montenant ICO) = var (OlnL(0;Yeu)) -

08

Ona(Xi =y) = co , yew . car ximp



Ainsi
, Fyn, YaEN :

dif
L (0; ye , ..., ya)=(X =yx =-/n =yn) = #P(Xi =yi) par indip .

de Xe--

,/
i =1

-
it co dimo pr

, ini = 1 ~
y!Tyil-euence

Puis
,

In 110 ;y1 -

>ya) = -Mo +myInc-eny
et

,
de ce fait :

& In 110;yr-(n)
= -n+

80

Par suite
,

= 10 = var (OGL10;
Ye .

-

; Xn)) = var (m + Fn)=of

=,ofthaut
= 12



D'après le thio .
de Cramer-Roo

, pour tout estimateor sans biais do 0.

R(d =R
Yu

Douc in est préférable à toos les estimateurs sans
biais de 0 .


