
Feuille TD3

Exercice 1

① Mi-,e ind de
loi glo , of To, 1; 0.5] - Ici, o représente la

proportion de vis défectueuses.
Donc le paramètre d'intérêt

est 1 .

D

D'après la LGN, YnE() pour m grand. or ~g(0)
doncE)=o

et Yn pour r grand .
De ce fait, Inest in estimateur naturel

de
Est-il fans biais! a-t-on E(X) = & !

#(m) =E(X))=i
= 1

&

Done lestimateur In est tans biais .



⑥ Risque quadratique de In :

R (0) = E((Xn-1) : représente me notion de distence
-

Xn entre l'estimateur In et sa cible t
) ②

= ver (n) Rappels
-

= var( ·atR,z va : var(az)atvar(t)

-> ·tize , te va indep ,
=Eva- var(h+z2) = var(t)+var(22)

indip

-ver) Mi
TDI

= exing) = varcx to

=1
Pour la majoration , on pose flo)=

0
,

of to
,
1 : 0,5



j'a= -o 11-0x20- 0 car Detoos843

Donc fest X fur [0,1; 0,5), equi entraîne

H= go vot

100

Ainsi,
R(0) = var(n) - &
Tu

② D'après l'inégalité de BT , on a fazo :

OBT par
alb

P(1-11-a) = P((Xn -#(X)(za))9
En)

= 1 -P(-t(a)(a)



On cherche a pour que 1-900,95200
E= dou =3
Ainsi, Rappel

-P(1/20, Ix-asr

↳ neJar,atr[
=P(t]X-,+ 0

,
95

Donc S'IC par excès au niveau 95% pour
1 est

J-, Yo

On sait que 0
,
15010

,
5s 210 F

Donc
10

Et [max(2, In-) ; min (10,n +31] ave confiance0,9



② On sait que

max(,-b min (10,+b) ava proba 301

- avec probazo,95

Exercices

① Yn estime M(O) sansbiais #(Xn)
= m(0)

In calcule donc

#(*n)= /X)=)
=1) per hypothèse

=

- m(0)

Donc In est un estimateur sans biais de MCO).

LGN

"Fnm10 =Dini-mm)
veret" De

"



T'estime+ sans biais ( #(87) = +so

# (82) =E(i)-
=
- -

= var(Xi)
+(x) yE(XnY)

-(xi *n)=(n*n Tn) =nE(2)
= 20
+ m(0)2

=+mvar(z)+1)

= (4)+m(d) -#(*)
Or,

#(i) = E((ext) =EE((Exil=(ax) +(*Y



#(* )=a))))=(0+ (umc0))
cart
...,X indep

-1540) + m(0)
"

M

Donc
,

# (8= (020 +m)-m
->(50)-

= ro) = 80)
,

ce qui montre que 82 estime +40) sans biais.



& Rappel Le risque quadratique de l'estimateur en o est

R (0) = E((-g(0))] , si le paramètre d'intérêt
g

est glo

On a vu en cours que o est sans biais , i .e. E() =0. D'après la

decomposition biois-variance :

R (0) = var(n) + (By(t)" = ver() = vor(6
1 Su

-var(var (i) , car X indee

= 01-0)
,
car finc donc varx=

Ro= ol

Pour tr , il suffit de remplacer n par m , do Red=



Puis
, poor-Let tout tans biais ,d

#(83) =[(e() +E() = Eco+d = 0 : est sans bicis
Alors, par la decomposition biais-variance :

R (d = var(s) +(B)var) e sonsi83
-O

des va indep!

= vor(ar(i)
= Far(i)

X
,

--ver((+) +1 IM=m2)- 2
f: de fade
*, Xm Xm+1 /"yXm-

↳> les a commos dont indop . car
Thi Xun indip
de Xme+1 /-yXM



-(var((+1) x) + var(x)) par independance

= ((+)"moc-0) -01-0)) par independanet
Nb de termes de (m+1 e m ?

m+1 (n - m - 1)
1 = Is = M - M

i =M+ i = m++0

Dona

R=mo
= 200-0)(
R=(



R=P=d ,=
Comme mcr

,I donc

ROR() etR) = RoO
Conclusion est préférable2 et Es.
⑧ On a Ela +b) = CE(E +bE(E) = ao +60 = (a +b) 0 , donc
l'estimateur attbô2 est sans biais Asi att =1
On considère donc les estimateurs a +-a)net .

On

aitX++
= (+
- -
-

- les va sont indep.



Ro = var(ga) car ga est tans biaiso

= var(( +tai

= var ((9+1a)Xi) +verXi) per
inde.e

-+amo-mol-0) par indee

= os - 0) (m+
= on - 0)(Faaa
= ox-d ((-)a +(- (a + m)

On pose f(a) =(-)at(-a +h



Hal= 2(m -E)a + 1(-1) .
Donc J'a30 as

w
20

e Donc f(17f(a) VaER .

3YX = Raco < Ra(0) Fatir
Is Sa

Ainsi
, & est sestimateur préférable parmi tous les estimateursga

=
Exercices On a vu à l'ex

.
2
,
TD2 que le modile stat est constitué

de

tous los ichantillons de va indip .

et de in loi X11 : y Xn de
loic (x-B-2xß)

area
d
= proba que piice

de Adonne pieaE es B
So



*B-2xB est la proba d'avoir in vainqueur, proba qu'e scale price
donner pile .

① D'après BT , Valo : p(x,b) = x+B - 2x9 .

↑( -p,p)(za)a-
=E(n)

par indep.
↑

dexe+n(1) actu)-
Fixe to, (gfcours)

Donc

P (1 F
n
- p(x,p)(a) = 1 - 1

tro
?

Ou choisit a pour que 1-1 = 0.95 Est 0,0
4 na

?

a=



Alors
, P(p(,Ble/- , En+E 1) =P((n -p(p)() = 0. 95 .

=> l'IC pour pax, b) par excès au niveau 95% est

J- ,Fut[

② Six =y , fr,y) = f(r, x) = 2x(-a) ax= meto, 1 .

Avec la contreposée :

f(,y)1 =Da +y

⑪ On note tout d'abord que

f(x, b) = x(l - b) + p( - x) = x + b - 2xb = p(x,b)

Avec l'expérience
,
on a donc

f, pl = p(t,B)]500500[]
area une confiance 30.95



Donc
, avea me confiance 30.95, J16,11 =D CFB : les pièces

de A et B nout pas la in proba .

de downer pile.

Exercice 4

Rappel 2 suit une loi de Poisson de paramètre 030,
notés PCO

,
si

P(z = k) = e-0DR , REN .
On a vr (cf feville TD que E=var(z

&

Xi = v ... qui modélise le ub d'accidents survenus au cours
de la

ième semaine.

Dans ler Suite X11/ Xn
valid de loi 510)

,
avec 00 (inconnue) .

↳ Modèle statistique

Paramètre d'interêt =gid = P(X=o) =proba . qu'ancun accident na eu lieu

= eo
en 1 semaine-



② Par la LGN :
, SE() = 0 ,

car XNP(0) .

Par insertion : -En est un estimateur raisonnable de et

Considerous in entre estimateur :

·=izo(x, =o) par la LEN .

&
11

P(X=0) = et, car X, ~510).

Donc=exio
est un estimateur naturel de

et
.

Bad(g) - g(0) =)1x0) -

eo
g

=(g) -et =0) -e
-

= e-0, car Xine(a)

=
éc

-

e-0
=0 : est sans bie's



Rg(0) = E((g-g(t)) = E((g-e-0))) = var(g) , car g sans biais

(th .
de décomposition

biais-variance)

= var(Exizos)= varyxi=on)
-var(t)de

= var()a "den loi
.

= var(x =0) = (E(10)=0))
= P(X, =0)= e

-
a

= (e-0 - e-co) =et



③ D'après l'inégalité BT, Faso :

BT
cargsansbiais

P(1-e%a)=(-E((a) gesT

Sans biais Q2

or
,
éteso

, 15 donc Caf cours) : et1-et Koso
. Alors

,

↑(1 -% =a)
= P(1 - etka) = 1-a

On choisit aso +. g.

1- =-Xa



Donc

4)(1 -e

Pe]-
Par suite

,
l'IC par excis au niveau

1-1 pour et est

J-[
AN M = 250 : on a relevé les accidents pendant 25 semaines

,
la

fréquence des semaines qui n'ont pas vu d'accidents est 20%.

Previous X= 0
,
1.

La réalisation do est 0,2 donc , avec te confiance 390%,
la proba de ne pas avoir d'accident dans me semaine
est dans l'intervalle J0, 2 -0, 1 ; 0,2+0.11 = J0,10,3[



Exercice 5

Rappel Si z ~ U(41,>Nb) avec NEN

#(2) = ERPE =K)=R
var(t)=

① Br(k) = #(E) - k = #(2* -1) - k = GE(n) - 1 - k
1

=> 2E(1xi) - b -1=(x) - b - 1

=-k ,
car XiUk) donc

= k+ - k - 1 =0

Donest sans bais



R(k = var(E) ,
car best sens biais Ith .

de decomposition biais-variance
1

= var(2-1) = 4 var(n) = 4 var(x)
=var(i)

,
car thi xn inderet

=
① Soit NEN* connu . On suppose , dans

le modele stat
, que <N

D'après BT, fasoi BT E sans biais

↑(In-h1 >a) =p( -(m)(a)a
CommekINSconnu) : &1

9(I-bla)1-p()



(IE-k(a)=1-
On choisit aso +. g :

1. = 0,95 ass
a=

Ainsi,

(IE-kku) = 0. 95

(k-]m- -0, 95
LIC

par exces an niveau 95% pour best donc

Im


